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Résumé : On étudie la stabilité d'une méthode Galerkin disontinu pour la résolution nu-
mérique des équations de Maxwell 2D en domaine temporel sur des maillages triangulaires
non-onformes. Cette méthode ombine l'utilisation d'une approximation entrée pour l'éva-
luation des ux aux interfaes entre éléments voisins du maillage, à un shéma d'intégration
en temps de type saute-mouton. La méthode repose sur une base de fontions polynomiales
nodales P
k
et on onsidère ii les shémas obtenus pour k = 0, · · · , 3. L'objetif de ette
étude est d'exhiber des onditions sous lesquelles les shémas orrespondants sont stables,
et de omparer es onditions à elles obtenues dans le as de maillages onformes.
Mots-lés : équations de Maxwell, domaine temporel, méthode Galerkin disontinu,
maillages triangulaires non-onformes, stabilité L2.
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Stability analysis of a disontinuous Galerkin method
for solving the 2D time-domain Maxwell's equations
on non-onforming triangular meshes
Abstrat: We study the stability of a disontinuous Galerkin for the numerial resolu-
tion of the 2D time-domain Maxwell's equations on non-onforming triangular meshes. This
method ombines a entered approximation for the evaluation of uxes at interfaes between
neighboring elements of the mesh, with a leap-frog time integration sheme. The method
relies on a P
k
Lagrange type polynomial basis and we onsider here the shemes obtained
for k = 0, · · · , 3. The objetive of this study is to exhibit onditions under whih the or-
responding shemes are stable and to ompare these onditions with those obtained in the
ase of onforming meshes.
Key-words: Maxwell's equations, time domain, disontinuous Galerkin method, non-
onforming triangular meshes, L2 stability.
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1 Introdution
Pour la résolution des équations de Maxwell en domaine temporel, la méthode numérique
la plus onnue et la plus ouramment utilisée est la méthode DFDT (diérene nie en
domaine temporel) proposée par Yee en 1966 [29℄. C'est une méthode de oneption simple et
faile à mettre en ÷uvre. Toute la physique néessaire aux simulations numériques omplexes
en életromagnétisme (matériaux dispersifs, modèles de ls mines, plaques mines, fentes,
et.) a été introduite durant les dernières déennies. Sur des maillages artésiens, ette
méthode est la plus eae en termes de temps de alul et lorque la disrétisation est
uniforme la méthode DFDT est préise au seond ordre en espae et en temps. Cependant,
il est malaisé de disrétiser des formes irrégulières ave de tels maillages. En partiulier,
toute surfae ourbe est approhée par une surfae disrète en marhes d'esalier, e qui
peut être préjudiiable à la préision du alul lorsque ette surfae revêt une importane
partiulière omme par exemple l'interfae entre deux tissus biologiques dans les études
dosimétriques du rayonnement életromagnétique issu d'un téléphone mobile. De plus, la
modélisation de petits détails (fentes mines, plaques mines) impose une taille de maille
trop petite, rendant le alul prohibitif si le maillage sous-jaent est uniforme. Si l'on utilise
un maillage artésien non-uniforme mais onforme pour prendre en ompte es détails, on
aroît l'erreur de dispersion du shéma dans les mailles plus grossières.
Une solution élégante pour prendre en ompte des éléments géométriques de forme om-
plexe tout en préservant l'utilisation de maillages onformes est proposée par la méthode
des domaines tifs [12℄-[11℄-[3℄. L'inonvénient d'une telle méthode est que la taille du pas
de disrétisation de l'objet est liée à elui du maillage et don, si l'objet est disrétisé -
nement, on est de nouveau ontraint à utiliser un maillage n dans tout le domaine. Une
autre approhe onsiste à avoir reours à un ranement loal du maillage. Il existe deux
types de ranement : onforme et non-onforme. On s'intéresse dans e travail aux disréti-
sations non-onformes qui sont à priori plus intéressantes ar elles permettent de réduire de
manière spetaulaire le volume des données à traiter. Plusieurs travaux ont été menés pour
étendre la méthode DFDT de Yee [29℄ à e type de maillage (ranement spatio-temporel)
qui utilisent des formules d'interpolation portant sur les deux hamps [19℄-[22℄, ou sur un seul
hamp (le hamp magnétique ou le hamp életrique) [6℄-[30℄. On peut iter deux onlu-
sions de es travaux. La première est que le ranement spatio-temporel a surtout été abordé
d'un point de vue heuristique et étudié d'un point de vue expérimental (analyse de résul-
tats d'expérienes numériques). La deuxième est que des instabilités fortes (explosion au
bout de quelques pas de temps) ou faibles (explosion à la suite de multiples aller-retours de
l'onde à l'intérieur de la boîte de alul) ont été signalées par ertains auteurs sans qu'au-
une analyse mathématique n'ait été donnée. Collino et al. [10℄ ont réemment proposé une
nouvelle méthode de ranement spatio-temporel en trois dimension d'espae garantissant
un raord stable entre les sous-maillages, basée sur la onservation d'une énergie életro-
magnétique disrète. Cependant, ette méthode est de nature impliite aux interfaes entre
sous-maillages et néessite don la résolution d'un système linéaire pour l'obtention de la
solution.
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Un maillage non-struturé (non-orthogonal et non-uniforme) donne la souplesse voulue
pour approher orretement des frontières ourbes et des détails géométriques. Deux fa-
milles de méthodes numériques travaillent ave e type de maillage : la méthode des éléments
nis et la méthode des volumes nis. Ces méthodes et en partiulier elles reposant sur le
formalisme volume ni ont fait l'objet de nombreux travaux es dernières années pour leur
appliation à la résolution des équations de Maxwell instationnaires [7℄. Les méthodes ini-
tialement proposées s'appuient sur des shémas de type MUSCL
1
pour obtenir une plus
grande préision en espae et, éventuellement, des shémas de type Runge-Kutta pour une
plus grande préision en temps. Malheureusement, es shémas produisent une dissipation
numérique non négligeable, qui rend les aluls en temps long irréalistes. Ces méthodes ont
aussi des oûts relativement élevés par rapport aux méthodes de diérenes nies les plus
eaes. Ces dernières années ont vu l'apparition de nouvelles méthodes numériques d'ordre
élevé en maillages non-struturés pour la résolution des équations de Maxwell dans le do-
maine temporel que l'on peut regrouper sous le formalisme des méthodes de type Galerkin
disontinu [8℄.
La méthode Galerkin disontinu respose sur une base de fontions disontinues d'un élé-
ment du maillage à un autre. L'ordre d'interpolation peut être hoisi arbitrairement dans
haque élément. La méthode peut être vue omme une approhe élément ni pour laquelle
auune ontinuité n'est imposée entre élément, ou une approhe volume ni d'ordre élevé.
Par ailleurs, la disontinuité de l'approximation permet de n'imposer auune ontrainte sur
le maillage et les disrétisations non-onformes sont don autorisées. De plus, les matries
de masse obtenues sont loales à un élément e qui permet de s'aranhir de la question
ruiale de l'inversion d'une matrie de masse globale typique des méthodes d'éléments nis
lassiques. Ces propriétés font des méthodes Galerkin disontinu des andidates idéales pour
mettre au point des stratégies de résolution hp-adaptatives. La méthode Galerkin disontinu
est fréquemment utilisée pour résoudre les systèmes diérentiels hyperboliques non-linéaires
de la méanique des uides ompressibles [28℄ mais son appliation à la résolution des équa-
tions de Maxwell instationnaires est en revanhe plus réente [18℄-[13℄-[20℄-[17℄. Pour es
équations, des méthodes Galerkin disontinu d'ordre élevé ont été développées en maillages
tétraédriques [15℄ et en maillages hexaédriques [9℄. Enn, la méthode Galerkin disontinu
est partiulièrement bien adaptée aux arhitetures de alul parallèles [14℄-[2℄.
Conernant la méthode Galerkin disontinu en domaine temporel (GDDT), les travaux
sur des maillages non-onformes sont très rares, surtout pour les systèmes hyperboliques.
Une étude en méanique des uides a été publiée en 2003 par Remale et al. [23℄. Les auteurs
présentent une méthode hp-adaptative ave un shéma de Rung-Kutta pour l'intégration en
temps. Ils exploitent aussi une stratégie de pas de temps loal [24℄ pour améliorer la perfor-
mane du shéma d'intégration. A noter que les auteurs se sont foalisés sur la question des
limiteurs dans le alul des ux aux interfaes entre éléments voisins sans aborder la question
de la stabilité du shéma. Il est très diile de juger de la qualité de leurs résultats vu les as
tests hoisis où des instabilités physiques sont naturellement présentes. Canouet et al. [5℄ ont
proposé une nouvelle méthode de type Galerkin disontinu pour la résolution du système de
1
Monotoni Upwind Shemes for Conservation Laws
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Maxwell, basée sur un espae d'approximation loal P
1
div, un shéma saute-mouton pour l'in-
tégration en temps et un shéma entré pondéré pour le alul des ux. Malheureusement e
shéma peut dans ertains as onduire à des solutions inorretes dans le as d'un maillage





div. Les résultats numériques montrent lairement l'intérêt de e type
de méthode en maillage non-onforme pour la oneption d'antennes. Néanmoins, bien que
vériée numériquement, la stabilité de la méthode n'est pas étudiée théoriquement.
On s'intéresse ii à la résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles en
domaine temporel par une méthode de type Galerkin disontinu sur un maillage triangulaire
non-onforme. Le point de départ de notre étude est la méthode Galerkin disontinu non-
dissipative proposée dans [13℄ pour la résolution des équations de Maxwell tridimensionnelles
en maillages tétraédriques non-struturés onformes. Cette méthode ombine l'utilisation
d'une approximation entrée pour l'évaluation des ux aux interfaes entre éléments voisins
du maillage, à un shéma d'intégration en temps de type saute-mouton. L'objetif de ette
étude est d'exhiber les onditions sous lesquelles les shémas orrespondant sont stables, et de
omparer es onditions à elles obtenues dans le as de maillages onformes. Ce rapport est
organisé omme suit. Dans la setion 2, on formule la méthode Galerkin disontinu d'ordre k
et on établit une ondition susante de stabilité sur un maillage triangulaire non-onforme.
Dans la setion 3, on se plae dans le as de fontions de bases nodales P
k
et on détaille
la formulation de la méthode GD-P
k
dans le as de maillages onforme et non-onforme,
en insistant sur les diultés du as non-onforme. Enn, on présente dans la setion 4,
quelques résultats numériques, qui permettent de vérier la stabilité du shéma.
2 Etude du shéma Galerkin disontinu (GD-P
k
)
On onsidère le système de Maxwell 2D dans la polarisation transverse életrique TEz
(toutefois, tout e qui suit reste valide dans le as de la polarisation TMz). Nous avons hoisi
ii la diretion Oz omme diretion privilégiée et le hamp életromagnétique ne dépend que
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Ces équations sont dénies dans un domaine borné Ω de R2. On initialise le hamp
életromagnétique à l'instant t = 0 pour (x, y) ∈ Ω par :
Ex(t = 0, x, y) = E0x(x, y),
Ey(t = 0, x, y) = E0y(x, y),
Hz(t = 0, x, y) = H0z(x, y).
(2.2)
On se donne un maillage triangulaire non-onforme de Ω (voir la gure 2.1). Pour haque
élément Ti, on désigne par |Ti| son aire et, ǫi et µi respetivement la permittivité életrique
et la perméabilité magnétique loale qui sont supposées onstantes sur Ti, et ci la vitesse
de propagation loale dénie par ǫiµic
2
i = 1. On note par aik = Ti ∩ Tk l'interfae entre
deux éléments voisins (i.e. leur intersetion). Pour haque interfae interne on note par
~nik =
t(nikx, niky) la normale orientée de Ti vers Tk (ave ‖ ~nik ‖ la longueur de aik), par ~˜nik
le veteur unitaire assoié et par Vi l'ensemble des indies des éléments voisins de l'élément Ti.
Pour les interfaes aux bords du domaine, l'indie k orrespond à un élément tif extérieur
au domaine. Sur haune des ellules, on se donne un espae vetoriel de dimension di et un
ensemble de fontions de bases salaires ϕij , 1 ≤ j ≤ di, où di est le nombre de degrés de
liberté dans la ellule Ti. On suppose que es fontions de bases n'assurent auune ontinuité
d'une ellule à une autre. On dénit l'espae P d'approximation par :
P := {W ∈ L2(Ω) | ∀i,W|Ti ∈ Pk} ,
où P
k
est l'espae des polynmes de degré k. On multiplie le système (2.1) par la fontion de






















































Hzϕij n˜ikx = 0.
(2.3)
Pour tout hamp X ∈ {Ex, Ey , Hz} on note parXi la projetion L2-orthogonale de X sur
l'espae vetoriel Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di} du triangle Ti. On a la propriété lassique suivante :
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oùXij désigne le j
ieme
degré de liberté de Xi. On note parXi le veteur olonne (Xij)1≤j≤di .
Les inonnues numériques de la méthode sont des approximations des Xi qui peuvent être
ainsi diretement utilisées pour aluler les intégrales volumiques et surfaiques de (2.3).
Puisque auune ontinuité n'est imposée sur les hamps d'une ellule à une autre, pour éva-
luer les intégrales aux bords, des valeurs des hamps doivent être dénies sur haque interfae
aik. Ces valeurs peuvent être approhées de diérentes façons. On déide ii d'adopter une
approximation entrée étudiée dans [26℄-[21℄ :
k ∈ Vi, ∀(x, y) ∈ aik, X(x, y) ≈ Xi(x, y) + Xk(x, y)
2
. (2.6)
Conernant la disrétisation temporelle, on utilise un shéma saute-mouton omme dans
[21℄-[13℄. Les degrés de liberté assoiés au hamp életrique Ex (respetivement Ey) sont
alulés aux instants tn = n∆t et sont notés Enxij (respetivement E
n
yij). Les degrés de liberté















Fig. 2.1  Maillage triangulaire non-onforme de Ω
Il reste pour ompléter le adre de notre étude à dénir les onditions aux limites. Soit
une ellule Ti au bord du domaine. On onsidère une ellule tive Tk et on note par
aik l'interfae frontière. Les onditions aux limites sont obtenues à partir des relations de
passage à travers le bord du domaine Ω, don en imposant des valeurs aux hamps sur les
ellules tives Tk. Pour l'analyse de stabilité réalisée dans la suite, on se limite à l'utilisation
de onditions de réexion totale (par exemple, autour d'un objet métallique parfaitement
INRIA
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onduteur) qui se traduisent par la ontinuité de la omposante tangentielle des hamps
Ex et Ey et de la omposante normale de Hz . Ces onditions s'érivent :
∀(x, y) ∈ aik :
 E
n













~nik = 0 et 2. ~nik = −~nki.
(2.8)
Pour x = {x, y}, on note par Pxi =
∑
k∈Vi
|nikx| le périmètre suivant x (respetivement y)




















































































La matrie de masse Mi (d'ordre di) est symétrique dénie positive, et les matries de
rigidités Mxi et M
y
i (d'ordre di) sont antisymétriques. La matrie Sik est d'ordre di × dk.
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où x = {x, y}. (2.12)
Remarque 1 On a les propriétés suivantes, pour x = {x, y} :
 si aik est une interfae interne alors
tSxik = −Sxki,




2.1 Conservation d'une énergie disrète






















On évalue maintenant la variation d'énergie au ours d'un pas de temps :




































































































































Dans la troisième égalité, tous les termes qui ontiennent Mxi et M
y
i s'éliminent ar es
matries sont antisymétriques et, dans la quatrième égalité, tous les termes dans la double











































































































































































































Don, pour des onditions aux limites de type métallique seulement, l'énergie est exa-
tement onservée. Ce résultat est ohérent ave le théorème de Poynting. On rappelle que
l'énergie életromagnétique en trois dimensions d'espae, dans le vide, en absene de harge







~P .~˜nds = 0.
pour tout volume V fermé de frontière ∂V régulier, où E est l'énergie életromagnétique et
~P est le veteur de Poynting dénis par :
E = 1
2
[ǫt ~E ~E + µt ~H ~H ], et ~P = ~E ∧ ~H.
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Pour des onditions aux limites de type métallique
~E ∧ ~˜n = 0 et le théorème de Poynting
montre que l'énergie est exatement onservée.
2.2 Stabilité du shéma
On herhe maintenant à exhiber une ondition susante de stabilité de la méthode
Galerkin disontinu (2.9)-(2.10)-(2.11) lorsque les onditions aux limites sont données par
(2.7). Pour ela, on veut démontrer que l'énergie disrète (2.13) est une forme quadratique
dénie positive sous une ondition de type CFL sur ∆t qui pourrait jouer le rle de fontion
de Lyapunov de toutes les inonnues numériques [27℄. On pourra alors onlure que le shéma
est onditionnellement stable.
Hypothèse 1 On suppose que pour tout triangle Ti, il existe une onstante αi telle que :















On note par ‖X‖Ti la norme L2 du hamp X sur Ti, i.e. ‖X‖Ti =
∫
Ti
|X |2. On utilise
aussi la même notation pour dénir la norme L2 du hamp X sur l'interfae aik.
Hypothèse 2 On suppose que pour tout triangle Ti de voisin Tk (k ∈ Vi), il existe des
onstantes βik et βki, telles que :













Notons ii que la onstante αi est diérente et moins ontraignante que elle utilisée dans
[13℄. Cela vient du fait que les périmètres suivant x et y notés P xi et P
y
i respetivement,
sont plus petits que le périmètre d'un triangle Ti. De plus, on a introduit une deuxième
onstante βki dans l'hypothèse 2 qui n'a pas été adoptée dans [13℄. On motivera e hoix
dans la setion 3.2.
















Alors, on peut déduire de l'hypothèse 2 que :
INRIA

















ave x = {x, y}.





































































































































































































































































Nyik‖Exi‖2Ti +Nxik‖Eyi‖2Ti + Zyik‖Hzi‖2Ti +







Nyik‖Exi‖2Ti +Nxik‖Eyi‖2Ti + Zyik‖Hzi‖2Ti + Zxik‖Hzi‖2Ti
]
.
Pour que En soit une forme quadratique dénie positive, il sut que les oeients de
tous les termes de l'expression i-dessus soient positifs. Don, pour les interfaes internes on
doit avoir :
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P xi




ck∆t(2αk + βki) ≤ 4|Tk|
P xk
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L'équation (2.16) donne :








L'équation (2.17) donne :








Pour les interfaes métalliques on doit avoir :
ci∆t(2αi + βik) ≤ 4|Ti|
P xi




L'équation (2.20) onduit à :






Utilisons les relations (2.18) et (2.19) pour dénir la ondition de stabilité sur les inter-
faes internes et (2.21) pour les interfaes métalliques. Ainsi, la ondition de stabilité est
dénit par :

∀ interfae interne aik, ∆t ≤ min(∆t1,∆t2),
















, un shéma qui onsiste




dans deux ellules diérentes.
Remarque 2 Dans le as d'un maillage orthogonal onforme ou non-onforme, haque
élément Ti peut être aratérisé par le ouple (∆xi,∆yi), l'aire |Ti| = ∆xi.∆yi
2





|nikx| = 2∆yi et P yi =
∑
k∈Vi
|niky | = 2∆xi. (2.23)
La ondition de stabilité s'érit dans e as :{ ∀ interfae interne aik, ∆t ≤ min(∆t1,∆t2),
∀ interfae métallique aik, ci∆t(2αi + βik) ≤ min(∆xi,∆yi),
(2.24)
où ∆t1 et ∆t2 sont dénis par :
ci(2αi + βik)∆t1 ≤ min(∆xi,∆yi) et ck(2αk + βki)∆t2 ≤ min(∆xk,∆yk).
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A e stade, quelques remarques s'imposent sur les hypothèses (1) et (2) (voir annexe
(6.1) et (6.2) pour des expliations) :
• l'existene des onstantes αi et βik, ∀i, ∀k ∈ Vi est toujours assurée pour tout hoix de
fontions de base et pour tout maillage onforme ou non-onforme.
• les valeurs des onstantes αi et βik, ∀i, ∀k ∈ Vi roissent ave le degré des fontions de
base.
• par dénition, la onstante αi dépend seulement du hoix de fontions de base loales.
Autrement dit, si on hoisit le même espae des fontions de base dans toutes les
ellules, alors αi est une onstante globale (même dans le as non-onforme). Dans les




) la onstante αi devient onstante
par ellule (loale).
3 Etude de as partiuliers
On a implémenté la méthode GD-P
k
pour k={0, 1, 2, 3, 4} sur un maillage triangulaire
ave des fontions de base nodales. On onsidère plus partiulièrement dans la suite les
shémas GD-P0 et GD-P1 et on herhe à évaluer analytiquement les ritères de stabilité
orrespondant. On distingue deux as : on ommene d'abord par le as d'un maillage
onforme puis on étudie le as non-onforme.
3.1 Cas d'un maillage onforme
3.1.1 Shéma GD-P0 (méthode de volume ni)
Pour un maillage triangulaire, le shéma GD-P0 est exatement un shéma volume ni
lassique. Dans e as di = 0, i.e. haque inonnue néessite un seul degré de liberté. Les
onditions (2.14) et (2.15) sont vériées et on a ∀i, αi = 0 et ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 1. La
ondition de stabilité s'érit alors pour toute interfae interne aik :

















Dans le as d'un maillage triangulaire orthogonal régulier (i.e. ∆xl et ∆yl sont onstants
∀l) la ondition de stabilité du shéma GD-P0 s'érit pour toute interfae interne :
max(ci, ck)∆t ≤ min(∆xi,∆yi). (3.26)




le as présent, la CFL est égale à 1.
Remarque 3 Ce shéma volume ni est étudié dans [13℄ et [21℄. Le leteur pourra vérier
que pour un maillage orthogonal la ondition de stabilité obtenue ii est moins ontraignante
que elles obtenues dans [13℄ et [21℄. Par exemple, dans le as homogène (i.e. ǫi = te et
INRIA
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µi = te, ∀i) et pour un maillage régulier uniforme, la ondition CFL obtenue ii est plus
grande d'un fateur 1.7 que elles obtenues dans [13℄ et [21℄.
3.1.2 Shéma GD-P1
Dans le as de fontions de base nodales linéaires, haque omposante du hamp életro-
magnétique néessite trois degrés de liberté, i.e. ∀i, di = 3. Pour un maillage onforme, on
a le lemme suivant.
Lemme 1 Pour des fontions de base nodales linéaires, les hypothèses (2.14) et (2.15) sont
vériées et on a :
1. ∀i, αi = 3,
2. ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 3.











(1 + δjj′ )(1− δjk)(1− δj′k). (3.28)
1. On a : X =
∑
j∈Vi




























Ti don αi = 3.
Pour un maillage onforme, ∀i, ∀k ∈ Vi on a βik = βki. On utilise (3.27) et (3.28)




 2 1 11 2 1
1 1 2
 ,
où "" désigne une inégalité généralisée dénie dans l'annexe (6.1). On obtient ainsi
βik = 3. 
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La ondition de stabilité du shéma GD-P1 s'érit pour un maillage onforme quelonque :



















Pour un maillage orthogonal régulier et en utilisant (2.23), la ondition de stabilité
s'érit :
∀ interfae interne aik , max(ci, ck)∆t ≤ 0.11min(∆xi,∆yi). (3.30)
3.2 Cas d'un maillage non-onforme
Le but de ette setion est d'étudier et d'expliiter une ondition de stabilité des shémas
GD-P0 et GD-P1 dans le as d'un maillage non-onforme. L'existene des onstantes αi et
βik (respetivement βki) ∀i, ∀k ∈ Vi est toujours assurée, don les hypothèses 1 et 2 sont
toujours valables. Cependant, ontrairement au as onforme où les onstantes βik et βki
sont égales, on va démontrer par la suite que es onstantes sont diérentes dans le as
non-onforme (sauf pour un as partiulier). La onstante αi quant à elle, est identique au
as onforme.
On onsidère deux types de maillage non-onforme, voir les gures 3.2 (a) et (b). Dans
la situation (a), le triangle Tk, k ∈ Vi touhe son voisin Ti par deux sommets ; dans e as
la non-onformité est de la part de Ti, l'interfae aik est une arête omplète du triangle Tk,
par ontre elle est une portion d'une arête de Ti. Par ontre, dans la situation (b), Tk, k ∈ Vi












Fig. 3.2  Deux types de non-onformité
Lemme 2 Soit un triangle Ti et son voisin Tk. On note par ai et ak les arêtes de Ti et Tk
respetivement, telles que aik = Ti
⋂
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onstantes positives telles que ℓ1, ℓ2 ≥ 1, où |.| désigne la longueur d'un té. On a alors les
propriétés suivantes : 
1. Si ℓ1 = ℓ2 alors βik = βki,
2. Si ℓ1 > ℓ2 alors βik ≥ βki,
3. Si ℓ1 < ℓ2 alors βik ≤ βki.
(3.31)
Preuve : On se limite dans la démonstration à des fontions de base nodales linéaires. On
peut néanmoins utiliser les mêmes tehniques pour d'autres fontions de base. Tout d'abord,
on note par Ai1 et A
i










Puisque les fontions de bases nodales du triangle Ti sont toujours positives ou nulles
















2 ave χ2 ≤ 1.
(3.33)
Pour obtenir (3.33), ommençons par remarquer que la omparaison entre les matries
Ai1 et A
i
2, ∀i ne se fait diretement pas par le ritère de l'annexe 6.1 puisque es matries ne
sont pas dénies, sont singulières et possèdent toujours une ligne et une olonne nulles. En





sont :  0 0 00 ∗ ∗
0 ∗ ∗
 ,




 ∗ ∗ 0∗ ∗ 0
0 0 0
 . (3.34)
Don, es matries possèdent une valeur propre nulle. On dénit alors les matries Bi1 et




2. Les matries B
i
1
et Bi2 sont symétriques dénies positives, don on peut les omparer en utilisant le ritère
lassique. De plus, elles possèdent les mêmes valeurs propres non nulles que elles de Ai1





des matries Bi1 et B
i








2 et on a :






















20 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapetti
où pour tout indie i, Bi est la matrie de masse assoiée au triangle Ti dénie par (3.27).
Les onstantes βonfik et β
onf
ki sont égales (l'indie "onf" signie que es onstantes sont les
mêmes que elles qui sont dénies dans le as onforme). Ainsi, si ℓ1 = ℓ2 et en prenant
βik = ℓ1β
onf
ik et βki = ℓ2β
onf
ki , la première propriété du lemme est démontrée. On suit la
même démarhe pour démontrer les deux autres propriétés. 
Remarque 4 • Les propriétés du lemme 2 sont des onditions néessaires seulement.
Par exemple pour un maillage du type de la gure 3.2(b), on peut avoir βik = βki
mais ℓ1 6= ℓ2. Par ontre, dans le as d'un maillage du type de la gure 3.2(a), es
onditions deviennent susantes aussi (voir exemple 1 dans l'annexe 6.4).
• Le lemme 2 montre lairement (pour un maillage non-onforme seulement) l'inuene
des onstantes βik et βki par ℓ1 et ℓ2 respetivement. Cela vient du fait que les matries
Ai1 et A
k
1 dépendent fortement non seulement des onstantes ℓ1 et ℓ2 respetivement,
mais aussi de la position du voisin Tk de Ti, i.e. on peut avoir deux interfaes (sur un
té de Ti) de mêmes longueurs, mais les matries A
i
1 orrespondantes sont diérentes.
On observe ette situation dans le as d'un ranement de maillage.
• Le lemme 2 permet de diérenier les interfaes onformes des interfaes non-onfor-
mes. Il pourrait aussi permettre d'identier le type de non-onformité (voir les gures
3.2, (a) et (b)) de failiter aussi le alul du CFL.
Dans la pratique, on utilise la démarhe suivante pour aluler la plus grande valeur de
βik ∀i, ∀k ∈ Vi (voir exemple 2 dans l'annexe 6.4) :
1. On herhe toutes les interfaes non-onformes.
2. ∀i, ∀k ∈ Vi, on alule toutes les longueurs ℓ1 et ℓ2 qui orrespondent aux interfaes
non-onformes.
3. On herhe à aluler ∀i, ∀k ∈ Vi, ℓmax1 = max(ℓ1) et ℓmax2 = max(ℓ2), puis Lmax =
max(ℓmax1 , ℓ
max
2 ). Il se peut qu'on ait plusieurs Lmax ; soit Lmax l'ensemble des valeurs
{Lmax1 , . . . ,Lmaxm }, où m est un entier naturel. Dans e as on alule toutes les valeurs
de βik et βki, puis on prend les maximum de toutes les valeurs βik et βki alulées.
3.3 Ranement loal non-onforme
Un as très intéressant à étudier est le as d'un ranement non-onforme. Le mode de
déoupage (de ranement) d'un triangle dérit i-dessous (voir la gure 3.3 ) a été hoisi
pour ne pas détériorer la qualité du maillage. Soit un triangle Ti ; les nouveaux sommets sont
générés aux milieux des tés et sont utilisés ave les sommets originaux pour réer quatre
nouveaux triangles. Le quatrième triangle est situé au entre du triangle original et utilise les
trois nouveaux sommets. Pour e mode de déoupage, l'aire de haque nouveau triangle vaut
le quart de l'aire du triangle initial. L'avantage de ette subdivision est la préservation de
l'anisotropie du triangle initial. On note par ℓ =
|ai|
|aik| (le rapport entre la plus grande arête
INRIA















Fig. 3.3  Les étapes de subdivision d'un triangle
et l'arête la plus petite) le taux de ranement, ℓ est un entier naturel. Les gures 3.4 (a) et
(b) représentent don des exemples de ranement de taux ℓ = 4 et ℓ = 8 respetivement.
En utilisant les mêmes notations que préédemment, on a ℓ1 ≥ ℓ2 = 1, et don βik ≥
βki, ∀i, ∀k ∈ Vi. Si les valeurs de βik pouvaient être alulées analytiquement alors une
ondition de stabilité exate (CFL théorique) pourrait être obtenue. C'est e que nous allons
faire ii dans le as d'un maillage triangulaire orthogonal. On donne dans les tableaux 1 et 2
les valeurs des onstantes αi et max(βik), ∀i, ∀k ∈ Vi et, dans le tableau 3, les valeurs de la
CFL, pour un maillage orthogonal, diérentes valeurs du taux de ranement ℓ et diérentes
valeurs de l'ordre d'interpolation k. La onstante βik, ∀k ∈ Vi, dépend non seulement de
l'ordre du polynme mais aussi du taux de ranement. On peut onlure que lorsque le







 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
"Mesh_Raf"







 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
"Mesh_Raf"
(b) Ranement loal de taux ℓ = 8
Fig. 3.4  Exemples de ranements loaux non-onforme d'un maillage triangulaire
RR n° 6023
22 H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapetti
P
k
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
αi ≃ 0.0 3.0 8.0 18.4 37.4












1 1 3 6 10 23.42
2 1 4.68 10.48 18.39 35.18
4 1 6.44 17.32 32.70 67.90
8 1 7.61 24.28 52.02 107.6
16 1 8.28 29.38 70.34 146.8
64 1 8.81 34.18 91.18 199.5












1 1 0.11 0.045 0.0213 0.01
2 0.5 0.047 0.019 0.009 0.0045
4 0.25 0.02 0.0075 0.0035 0.00175
8 0.125 0.009 0.003 0.0014 0.00069
16 0.0625 0.0044 0.0014 0.00056 0.00028
64 0.015625 0.0011 0.0003 0.00012 0.000056
Tab. 3  Valeurs de la CFL en fontions de ℓ et k (as d'un maillage triangulaire orthogonal)
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4 Validation numérique
On onsidère une avité métallique arrée unitaire. Les expressions analytiques des modes
de résonane sont onnus pour ette géométrie [16℄ et on propose ii de simuler l'évolution
temporelle du mode propre (1, 1) pour le as transverse magnétique TMz . Nous avons initia-




Ez = sinπx× sinπy.








× cosπx × sinπy × sinωt,
Ez = sinπx× sinπy × cosωt.
où ω = 2πf . La fréquene f est ii égale à 212 MHz. L'intérêt de e as test est double : il
autorise les simulations en temps long et l'énergie de la solution exate est onservée.
Remarque 5 On utilise dans e rapport une implémentation préliminaire de la méthode
GD-P
k
dans laquelle on fait une approximation pour le alul des matries de surfae non-
onforme. Une future version sera implémentée en utilisant des formules de quadrature.
On réalise toutes les simulations ave un maillage triangulaire orthogonal régulier, i.e. si
haque triangle Ti est représenté par le ouple (∆xi,∆yi) et on hoisit ii ∆xi = ∆yi. Pour
e hoix du maillage, on désigne par :













On propose d'abord de vérier la stabilité des shémas GD-P
k
. Pour ela on réalise
les mêmes simulations pour k = 0, 1, 2 et 3. Le maillage utilisé a une résolution de 14
points par longueur d'onde. On utilise pour haun des shémas le pas de temps maximal
autorisé par la ondition de stabilité. On reense dans le tableau 4 les valeurs de la CFL
trouvées théoriquement et numériquement pour les diérents shémas. Les valeurs de la
RR n° 6023
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CFL numérique sont elles qui orrespondent à la stabilité numérique eetive i.e. la limite
au delà de laquelle on observe une roissane de l'énergie disrète. La durée de toutes les
simulations est de 32 périodes. On montre sur la gure 4.5 l'évolution de l'énergie disrète
(2.13) au ours du temps pour diérentes valeurs de k et pour les deux types de CFL. Il
apparaît don que les CFL trouvées théoriquement sont sous-estimées d'un fateur variant de
2.7 à 4.7 lorsque l'ordre d'interpolation augmente. Puisque la solution exate est onnue, on
hoisit ensuite de omparer les diérents shémas GD-P
k
à partir de la dispersion numérique
observée et de l'erreur L2. Pour ela, on se propose de suivre l'évolution temporelle du
hamp életromagnétique en un point du maillage. Les simulations sont ette fois réalisées
en utilisant diérents nombres de points par longueur d'onde (λ) pour haque shéma GD-
P
k
. On montre sur les gures 4.6 à 4.12 les évolutions temporelles de l'erreur L2, et de la
omposante Hx (zoomée sur les 11 dernières périodes) en un point du maillage. Les résultats
sont très satisfaisants même pour peu de points par longueur d'onde. Il est lair que lorsqu'on
augmente le degré des polynmes d'interpolation, le shéma devient plus préis. On remarque
aussi que les résultats obtenus ave la CFL théorique sont plus préis que eux obtenus ave
la CFL numérique. Enn on notera que le shéma GD-P0 semble apparaître ii omme le
plus préis si l'on se réfère à l'amplitude de l'erreur L2 sur les gures 4.6, 4.8, 4.10 et 4.12.
On peut attribuer e omportement au fait que pour la valeur CFL=1.0 qui orrespond
à la limite de stabilité du shéma GD-P0, la dispersion du seond ordre de e shéma est
probablement nulle (voir par exemple [25℄ pour une démonstration de ette propriété dans
le as de maillages uniformes parallélépipédiques) alors que, pour les autres shémas GD-P
k
,
k ≥ 1, ette propriété n'est pas garantie pour les valeurs de la CFL onsidérées.





Tab. 4  Valeurs théoriques et numériques de la CFL - shémas GD-P
k
4.2 Maillage non-onforme
On simule omme dans le as onforme l'évolution du mode propre (1, 1) dans une avité
métallique arrée. On utilise un maillage dont une partie entrale est ranée de manière
non-onforme (voir la gure 4.13). Le taux de ranement est 8. La résolution du maillage
de la grille grossière est de 14 points par longueur d'onde. La durée de toutes les simulations
est de 35 périodes. L'objetif ii est de tester la stabilité du shéma GD-P
k
en présene d'un
ranement loal non-onforme. On montre sur la gure 4.14 l'évolution de l'énergie (2.13)
pour les diérents shémas, pour les CFL numériques et théoriques. On peut onlure que
le shéma est stable.
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Fig. 4.5  Evolution de l'énergie pour les diérents shémas GD-P
k
Zoom sur les 14 dernières périodes
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(d) Erreur L2 (maillage 14 points par λ)
Fig. 4.6  Evolution temporelle de l'erreur L2 et de Hx en un point du maillage
Shéma GD-P0
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(d) Maillage 14 points par λ, CFL numérique
Fig. 4.7  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage
Shéma GD-P1
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(b) Maillage 14 points par λ
Fig. 4.8  Evolution temporelle de l'erreur L2
Shéma GD-P1
An de omparer la dispersion numérique observée pour les diérents shémas GD-P
k
, on
réalise la même simulation ave un ranement de taux 4 et un autre de taux 8. On utilise
pour haun des shémas le pas de temps maximal autorisé par la ondition de stabilité
numérique. On montre sur les gures 4.15 à 4.18 l'évolution temporelle de Hx en un point
du maillage grossier sur les 11 dernières périodes de la simulation (qui en omporte 35)
et l'erreur L2 pour les deux taux de ranement onsidérés. Ces résultats sont à omparer
à eux obtenus dans le as onforme (gures 4.6 à 4.12). Bien que moins préis que dans
le as onforme, les résultats sont tout de même satisfaisants ompte tenu des forts taux
de ranement traités. An d'évaluer l'impat des CFL théoriques, on réalise les mêmes
simulations pour des ranements de taux 2 et 8. On montre sur les gures 4.19 et 4.20
l'évolution temporelle de Hx en un point du maillage grossier sur les 10 premières périodes
pour les deux taux de ranement onsidérés. Les résultats sont toujours aeptables. On a
vérié numériquement les points suivants :
 les CFL théoriques trouvées dans le as d'un maillage rané sont très restritives,
 augmenter le degré des polynmes d'interpolation n'améliore pas les résultats.
5 Conlusion
Nous avons étudié dans e rapport la stabilité d'une méthode Galerkin disontinu GD-P
k
pour la résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles dans le domaine
temporel sur des maillages triangulaires non-onformes. Cette méthode ombine l'utilisa-
tion d'un shéma entré pour l'évaluation des ux aux interfaes entre éléments voisins
du maillage, ave un shéma d'intégration en temps de type saute-mouton. Une analyse
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(d) Maillage 11 points par λ, CFL numérique
Fig. 4.9  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage
Shéma GD-P2
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(b) Maillage 11 points par λ
Fig. 4.10  Evolution temporelle de l'erreur L2
Shéma GD-P2
théorique a permis de vérier que la méthode onserve un équivalent disret de l'énergie
életromagnétique. La stabilité est obtenue en démontrant que l'énergie disrète utilisée est
une forme quadratique dénie positive de es variables sous une ondition de type CFL.
Considérant le as du ranement loal non-onforme d'un maillage triangulaire, nous avons
étudié plus préisément le lien entre la stabilité et la non-onformité géométrique, et nous
avons exhiber des onditions sous lesquelles les shémas GD-P
k
sont stables. Une implémen-
tation de la méthode a été réalisée en adoptant des fontions de base nodales polynomiales
et un traitement simplié des intégrales de surfae dans le as d'un maillage non-onforme.
Une étude numérique de la stabilité en onsidérant un as test de propagation d'un mode
propre dans une avité métallique. Les onditions de stabilité théoriques s'avèrent très res-
tritives surtout lorsque le taux de ranement augmente. La onnaissane de la solution
exate nous a permis de réaliser une étude préliminaire de la préision des shémas. Les très
bons résultats obtenus dans le as onforme ave peu de points par longueur d'onde n'ont pu
être reonduit dans le as non-onforme du fait de l'erreur de dispersion introduite par les
variations de taille de maille. De plus, l'augmentation de l'ordre d'interpolation n'améliore
pas les résultats dans le as d'un maillage non-onforme. La suite de ette étude onerne
diérentes faettes de la méthode GD-P
k
proposée ii :
 la mise en ÷uvre de formules de quadrature pour le alul des intégrales de surfae
dans le as d'un maillage non-onforme,
 une étude numérique de la onvergene de la méthode GD-P
k
omplétée par une
évaluation des gains potentiels en termes de oûts de alul et onsommation mémoire
résultant de la non-onformité géométrique,



































































(d) Maillage 8 points par λ, CFL numérique
Fig. 4.11  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage
Shéma GD-P3
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(b) Maillage 8 points par λ
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Fig. 4.13  Maillage non-onforme ave un ranement loal de taux 8
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Fig. 4.14  Evolution de l'énergie pour les diérents shémas GD-P
k
Zoom sur les 17 dernières périodes
Maillage non-onforme ave un ranement loal de taux 8
RR n° 6023

























































Fig. 4.15  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage (CFL numérique)
Maillage triangulaire non-onforme ave ranement loal de taux 4
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Fig. 4.16  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage (CFL numérique)
Maillage triangulaire non-onforme ave ranement loal de taux 8
RR n° 6023














Fig. 4.17  Evolution temporelle de l'erreur L2 (CFL numérique)















Fig. 4.18  Evolution temporelle de l'erreur L2 (CFL numérique)
Maillage triangulaire non-onforme ave ranement loal de taux 8
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Fig. 4.19  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage grossier (CFL numérique)
Maillage triangulaire non-onforme ave ranement loal de taux 2
RR n° 6023

























































Fig. 4.20  Evolution temporelle de Hx en un point du maillage grossier (CFL numérique)
Maillage triangulaire non-onforme ave ranement loal de taux 8
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 la rédution de l'erreur de dispersion via la mise au point de stratégies de pas de temps
loal.
Remeriements. Les auteurs remerient Loula Fezoui pour l'aide apportée dans la mise
en ÷uvre de la méthode GD-P
k
en maillages triangulaires non-onformes ainsi que pour les
nombreuses disussions autour de la problématique au ÷ur de ette étude.
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6 Annexes
6.1 Inégalité généralisée
1. On dit qu'un ensemble C est un ne, si pour tout x ∈ C et θ ≥ 0 on a θx ∈ C. Un
ensemble C est un ne onvexe s'il est onvexe et un ne, 'est à dire que pour tout
x1, x2 ∈ C et θ1, θ2 ≥ 0, on a θ1x1 + θ2x2 ∈ C
2. Un ne K ⊆ Rn est appelé un ne propre s'il satisfait les onditions suivantes :
• K est onvexe,
• K est fermé,
• K est solide, i.e. l'intérieur de K est non vide,
• K est pointu, i.e. x ∈ K, −x ∈ K ⇒ x = 0.
Un ne propre K peut être utilisé pour dénir une inégalité généralisée, laquelle est une
relation d'ordre partielle de R
n
qui possède plusieurs propriétés de la relation d'ordre dénie
dans R. On assoie au ne propre K la relation d'ordre partielle dénie par :
x K y ⇐⇒ y − x ∈ K (6.35)
On dénit également la relation d'ordre partielle strite par :
x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ int K (l'intérieur de K) (6.36)
Dans la suite, on note par K et ≺K les inégalités généralisées respetivement non
strite et strite, assoiées au ne K. Si K = R+, alors la relation d'ordre partielle K est
la relation d'ordre usuelle ≤ sur R, et la relation d'ordre partielle strite ≺ est la relation
d'ordre usuelle < sur R. On note par :
• Sn l'ensemble des matries arrées symétriques d'ordre n :
S
n = {X ∈ Rn×n | X = XT }
• Sn+ l'ensemble des matries arrées symétriques positives d'ordre n :
S
n
+ = {X ∈ Sn | X  0}
• Sn++ l'ensemble des matries arrées symétriques dénies positives d'ordre n :
S
n
++ = {X ∈ Sn | X ≻ 0}
Les deux propriétés suivantes sont immédiates (voir [4℄-[1℄) :




{X ∈ Sn | zTXz ≥ 0}.
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La première propriété signie qu'on peut assoier à S
n
+ une inégalité généralisée  ou
≺, i.e. une inégalité entre deux matries dans Sn. Don, d'après (6.35) on a, X Sn
+
Y ⇐⇒
Y −X est positive, et en utilisant (6.36), on a X ≺Sn
+
Y ⇐⇒ Y −X est dénie positive. La
deuxième propriété signie que X Sn
+
Y ⇐⇒ ∀z, zTXz ≤ zTY z. Pour simplier l'ériture,




. Pour des matries symétriques on utilise simplement
X  Y ou X ≺ Y , étant entendu que l'inégalité généralisée est assoiée au ne propre Sn+.
Un ritère pour omparer deux matries est alors le suivant : soientX et Y deux matries
symétriques d'ordre n, tel que Y est dénie positive. On note par P la matrie telle que
P = Y −1/2XY −1/2. On onsidère le problème d'optimisation suivant :
Trouver une onstante δ ∈ R+ telle que X  δY (6.37)
Ce problème admet une solution optimale δopt qui est le rayon spetral de la matrie P .
6.2 Problème d'optimisation
Dans la suite, on utilise les mêmes notations que elles de la setion 2.2. On onsidère le
problème suivant : existent-t-ils deux onstantes δ1 et δ2 qui vérient,
∀X ∈ Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X
∂x
‖2Ti ≤ δ1‖X‖2Ti et ‖X‖2aik ≤ δ2‖X‖2Ti (6.38)
La réponse est positive pour tout hoix de fontions de base {ϕij}, 1 ≤ j ≤ di.
Preuve. Le problème (6.38) est équivalente au problème d'optimisation suivante : trou-
ver deux onstantes positives δ1 et δ2 telles que,
A1  δ1B et A2  δ2B (6.39)
















D'après le ritère de la setion préédente, le problème (6.39) admet une solution optimale
(δ1; δ2) qui est aussi une solution du problème (6.38) et on a :





On peut vérier aussi que les valeurs des onstantes δ1 et δ2 augmentent ave la taille (di)
des matries A1,A2 et B.
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6.3 Formulation du shéma GD-P
k
On préise dans ette setion l'ériture du shéma GD-P
k
(2.9). Pour simplier, on dé-
taille seulement la formulation de la première équation de (2.9). On multiplie la première




















































Exϕij n˜iky = 0














































ϕij n˜iky = 0


































































−Mxi Eyi +Myi Exi +
∑
k∈Vi
(Fxik − Fyik) = 0




i sont dénies dans (2.11) et les veteurs Fxik et Fyik sont
dénies dans (2.10).
6.4 Etude de quelques exemples
Exemple 1 : le but de et exemple est d'élairir les deux points de la remarque (3.31).
On utilise les mêmes notations que elles du lemme 2. On onsidère un triangle Ti déni par
les sommets s1(2, 3), s2(3, 3) et s3(3, 1). Les fontions de base P1 de Ti sont :
ϕi1 = 3− x
ϕi2 = (2x+ y − 7)/2
ϕi3 = (3− y)/2
Les faes de Ti et son voisin Tk sont dénies respetivement par ai = [s2, s3] et ak =
[(3, 1.5), (3, 2.5)]. L'interfae entre Ti et Tk est telle que aik = ai ∩ ak, par suite ℓ1 = 2 et
ℓ2 = 1. On trouve alors que βik = βki = 3 e qui justie le premier point de la remarque
(3.31).
On onsidère maintenant un ranement de taux 8 de la fae ai. Les faes ak pour k ∈ Vi
sont dénies dans le tableau 5, on a ∀i, ∀k ∈ Vi, ℓ1 = 8 et ℓ2 = 1. On reense dans le tableau 5
les valeurs de βik, k ∈ Vi. Bien que toutes les interfaes aik, k ∈ Vi sont égales, on remarque
que les valeurs de βik, k ∈ Vi sont inuenées par la position du voisisn Tk de Ti. Don la
deuxième point de la remarque (3.31) est justié.
ak βik βki
[(3,1.0), (3,1.25)℄ 7.613 3.0
[(3,1.25), (3,1.5)℄ 5.357 3.0
[(3,1.5), (3,1.75)℄ 3.851 3.0
[(3,1.75), (3,2.0)℄ 3.095 3.0
[(3,2.0), (3,2.25)℄ 3.095 3.0
[(3,2.25), (3,2.5)℄ 3.851 3.0
[(3,2.5), (3,2.75)℄ 5.357 3.0
[(3,2.75), (3,3.0)℄ 7.613 3.0
Tab. 5  Valeurs de βik et βki suivant la fae ak de Tk - ranement de taux 8
Exemple 2 : on préise dans et exemple le alul de la valeur maximale des onstantes
βik(βki) dans le as d'un maillage non-onforme. Supposons que nous sommes dans la situa-
tion de la gure 6.21. Les voisins du triangle Ti1 sont Tk1 et Tk2. Le voisin des triangles
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Tk2, a3 = Ti2
⋂
Tk3, a4 = Ti3
⋂
Tk3 et a5 = Ti4
⋂
Tk3. On donne dans le tableau 6
les valeurs de ℓ1 et ℓ2 pour toutes les interfaes non-onformes. Les maximums de tous les
ℓ1 et ℓ2 sont ℓ
max
1 = 2.7 et ℓ
max
2 = 4.0 qui orrespondent respetivement aux interfaes a1
et a3. On a Lmax = max(ℓmax1 , ℓmax2 ) = ℓmax2 . Appliquons le lemme 2 : on alule seulement
la valeur de βki qui orrespond à l'interfae a3 qui est le maximum de toutes les valeurs de
βik et βki.







i1 i2 i3 i4
k3







Tab. 6  Valeurs de ℓ1 et ℓ2 pour toute les interfaes
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